Chapitre 10

Terminale ES

Intervalle de fluctuation des fréquences.
Estimation d'une proportion

Ce que dit le programme :

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

« Connaitre l'intervalle de fluctuation
asymptotique (*) au seuil de 95% :

Vp(l-p) . Vp(l-p)
[17—1,96?,%1,96f

Intervalle de
fluctuation
n Nn

ou p désigne la proportion dans la
population.

La variable aléatoire F, qui, a tout échantillon de taille n, associe la
fréquence, prend ses valeurs dans I’intervalle de fluctuation asymptotique
au seuil de 95 % avec une probabilité qui s’approche de 0,95 quand n
devient grand.

On admet le résultat ci-contre, qui est conforté grace a la simulation. Avec
les exigences usuelles de précision, on pratique cette approximation des
que n >30, np >5 et n(l-p)=5.

En majorant 1,96V p(1-p)

présenté en classe de seconde.

, on retrouve ’intervalle de fluctuation

La problématique de prise de décision, déja rencontrée, est travaillée a
nouveau avec I’intervalle de fluctuation asymptotique.

Estimation « Estimer par intervalle une proportion

inconnue a partir d’un échantillon.
Intervalle de

confiance (*). . . . )2 .
W) « Déterminer une taille d’échantillon

suffisante pour obtenir, avec une précision
donnée, une estimation d’une proportion au
niveau de confiance 0,95.

Niveau de confiance.

* Les attendus de ce paragraphe sont modestes et sont a exploiter en lien
avec les autres disciplines.

+ On énonce alors que p est ¢lément de I’intervalle
1 1 .
= f+— avec un niveau de confiance de plus de 95 %,
Vn'7

ou f désigne la fréquence observée sur un échantillon de taille n.
Avec les exigences usuelles de précision, on utilise cet intervalle dés que
nx30,np25etn(l1-p)=25.

La simulation de sondages sur tableur permet de sensibiliser aux
fourchettes de sondage.

11 est important de noter que, dans d’autres champs, on utilise I’intervalle

196 V=) 0 S 1=1)
[f 196 41,96 5 ]

qu’il n’est pas possible de justifier dans ce programme.

(*) Avec les notations précédentes :

Un intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F, au seuil 0,95 est un intervalle déterminé a partir de p et de n et qui contient F, avec

une probabilité d’autant plus proche de 0,95 que n est grand.

1

1
Pour une valeur de p fixée, I’intervalle aléatoire | F',———, F +——
Vn' " n

au moins égale a 0,95.

] contient, pour n assez grand, la proportion p a estimer avec une probabilité

Un intervalle de confiance pour une proportion p a un niveau de confiance 1 —a est la réalisation, a partir d’un échantillon, d’un intervalle aléatoire
contenant la proportion p avec une probabilité supérieure ou égale a 1 -, intervalle aléatoire déterminé a partir de la variable aléatoire fréquence F,

qui, a tout échantillon de taille n , associe la fréquence.

Les intervalles de confiance considérés ici sont centrés en la fréquence observée f .

l. Introduction

Dans une population, on étudie un caractére donné présent dans cette population. La loi normale
permet de déterminer intervalle de fluctuation asymptotique des fréquences au seuil de 95% dans
un échantillon. Elle permet aussi de déterminer un intervalle de confiance pour une proportion a un
niveau de confiance de 95 %. Cette partie se préte particulicrement a I’étude de problémes issus
d’autres disciplines, notamment des sciences économiques et sociales.
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On distingue les deux situations suivantes :

1ére situation : Intervalle de fluctuation et Conformité d'une hypothése.

On _connait la proportion effective p du caractére dans la population totale. Soit n=>1.

On préleve un échantillon de taille n et on calcule la fréquence observée £, . On recommence
I'épreuve un grand nombre de fois. On constate que ces fréquences observées f,» varient en étant
"suffisamment proches" de p dans 95% des cas, par exemple.

Le "suffisamment proches" dépend naturellement de la taille de I'échantillon.
On dit que les fréquences observées foss fluctuent dans un certain intervalle 1.

Ou encore que I est 'intervalle de fluctuation des fréquences « au seuil de 95% » ou bien « au risque
de 5% ».

Par conséquent : Si on préléve un échantillon de taille 7 et on calcule la fréquence observée fos. On
peut émettre I'hypothése H, que « pour ce caractere, ['échantillon est représentatif ou conforme a la
population générale ». On prend la décision suivante :

* Si f,EIl ,onpeutaffirmer que « au seuil de 95%, on peut accepter I'hypothése H, de
conformité » (réponse positive)

e Si f.%Il ,onpeutaffirmer que « au risque (d'erreur) de 5%, on peut rejeter I'hypothése
H; de conformité » ( réponse négative).

Nous avons vu en Seconde :

Si la proportion effective du caractére pe [0,2 ; 0,8] et si on préléve un échantillon de taille n > 25,
alors l'intervalle de fluctuation des fréquences f.», au seuil de 95% est donné par :

n

1 1
I= lp—%; pt \Fl , c'est-a-dire : P( fors € I) = 0,95 = 95%.

Nous allons améliorer ce résultat.

Exemple 2nde : On lance une piéce de monnaie 2500 fois. On note la fréquence d'apparition du coté « Face ».
On recommence cette opération plusieurs fois, en notant a chaque la fréquence d'apparition du c6té « Face ». On
constate que ces fréquences ne sont pas identiques.

1°) Déterminer l'intervalle de fluctuation de ces fréquences au seuil de 95%, en supposant que la pi¢ce de monnaie
soit parfaitement équilibrée.

2°) Si on note 1100 apparitions du coté « Face » sur les 2500 lancers, peut-on en déduire que la piece soit
« parfaitement équilibrée » ? Justifier votre réponse.

2éme situation : Estimation de la proportion effective par Intervalle de confiance.

On ne connait pas la proportion effective p du caractere dans la population totale.

Nous allons faire un sondage sur un échantillon de taille n dans cette population. Sous certaines
hypotheses sur n et p, nous pouvons faire une estimation de la proportion p par intervalle de
confiance.

Nous avons vu en Seconde :

Si la proportion effective p du caractére est comprise entre 0,2 et 0,8 et si on préleve des

1 1
échantillons de taille n > 25, alors 95% des intervalles associés lf _ﬁ; f +ﬁ] contiennent p.

Par conséquent :
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On préléve un échantillon de taille n, et on calcule la fréquence observée f,»s du caractere dans cet
¢échantillon. Sin >25 et 0,2 < p < 0,8 alors la proportion p appartient a l'intervalle de confiance 1C

1 |
au seuil de 95%, avec IC= | [ ;== f ot/ , c'est-a-dire : P(pe IC) = 0,95 = 95%.
Vn Vn

Exemple historique : source (Institut de sondage IPSOS : http://www.ipsos.fr)

ELECTIONS PRESIDENTIELLES 2002 EN FRANCE :
DATE DU TERRAIN: Le 21 avril 2002.
ECHANTILLON : 1089 personnes constituant un échantillon national représentatif de la population frangaise agée
de 18 ans et plus et inscrite sur les listes électorales.
METHODE : Echantillon interrogé par téléphone. Méthode des quotas (sexe, age, profession du chef de famille,
catégorie d'agglomération et région).
INTENTIONS DE VOTE AU 1er TOUR (Institut IPSOS) : 20% pour J.CHIRAC, 18% pour L.JOSPIN et 14% pour
J.M.LEPEN. On se prépare a un duel entre J.CHIRAC et L.JOSPIN au 2eme tour.
1. Déterminer les intervalles de confiance au niveau 95% donnant des estimations de la proportion de vote pour
chacun des trois candidats.
2. Les résultats effectifs du 1er tour sont les suivants : 19,88% pour J.CHIRAC, 16,18% pour L.JOSPIN et 16,68%

pour J.M.LEPEN. Ces résultats sont-ils conformes avec les intervalles de confiance trouvés dans la question
1°7?

[98)

Analyser la situation avec les outils de la classe de 2nde. Qui a voté quoi ?. Les motivations de vote.
4. Reprendre l'exercice & la fin du chapitre pour analyser la situation avec les outils de la classe de Terminale.

ll. Intervalle de fluctuation des fréquences

2.1. Théoreme de Moivre Laplace
Soit p un nombre réel (fixe¢) compris entre 0 et 1.

Pour tout entier n=1, on préléve d'une maniére aléatoire un échantillon de taille n et
on calcule la fréquence observée du caractére dans 1'échantillon.

Soit X, une variable aléatoire ¢gale au nombre de succés dans l'échantillon. X, suit
la loi binomiale @B (n, p) de parametres 7 et p.

De méme, on appelle F, la variable aléatoire égale a la fréquence du succés dans
l'échantillon de taille n. Alors, on peut exprimer F, en fonction de X, .
F, = (nombre de succes) / (la taille de I'échantillon). Donc :

Propriété 1.

Pour tout entier n = 1. La moyenne et I'écart-type de F, sont donnés par :

p(l-p)_Vp(1-p)

V(Fn):@ et |o(F,)=———= N

E(F,)=p
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En effet, nous avons vu en classe de 1ére que l'espérance : E(aX ) =aE(X), et la
variance : V' (aX) = a*V (X'), donc on obtient :

E(Fn)Z%XpZP, donc : E(FH)Zp

V(Fn)Z#an(l—p):@_ Donc : V(F}Z):M

etcomme o (F,)=yV(F,) onobtient: |c(F )= =

Définition 1.

Soit #n un entier non nul. On appelle intervalle de fluctuation des fréquences F), au
seuil de 95 %, tout intervalle I = [a ; b] tel que la probabilit¢ P(a< F, < b]) = 0,95
ou encore : P(F,E€[a ; b]) = 0,95.

Exemple. Méthode de calcul en 1ére :

On cherche un intervalle de fluctuation / = [a ; b] en laissant une probabilité des
fréquences inférieure a 2,5% a gauche et supérieure a 97,5% a droite. Ce qui laisse
une probabilité d'au moins 95% sur /.

A la calculatrice, on cherche la plus grande valeur a telle que
PO<F,<al])<0,025 (c'est-a-dire 2,5%)
puis on cherche la plus petite valeur b telle que

P(b< F, <]) = 0,975 (c'est-a-dire 2,5% + 95%)
Par conséquent : P(a< F,< b]) = 0,95.

Théoréme 1 de Moivre Laplace

Soit 7 un entier non nul et p un nombre réel (fixé) compris entre 0 et 1.
Soit X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B (n, p) de parameétres n et p.

Alors, si n est assez grand, c'est-a-dire n=30, et np=5 et n (1—p)=5, alors:
l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% est donné par

Vp(l-p) Vp(l=p)

1-p
I =|p—196—- L. pt1,96 L~
=P — p ~

Définition :

Dans la pratique, nous dirons intervalle de fluctuation asymptotique des fréquences

au seuil de 95% (pour une réponse positive) ou au risque d'erreur de 5% (pour une
réponse négative).
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Le nombre 1,96 provient de la démonstration de ce théoréme et correspond a la valeur
deutelleque: P(—u < Z<u)=0,95. Donc: P(—1,96< Z< 1,96)=0,95
Z étant la variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1).

2.2. Prise de décision

Si on préléve un échantillon de taille n et on calcule la fréquence observée foss. Du
caractére dans cet échantillon.

On peut émettre I'hypotheése H, que : « pour ce caractere, 'échantillon est
représentatif ou conforme a la population générale ». On prend la décision suivante :

— Si fw€I , on peut affirmer que « au seuil de 95%, on peut accepter
['hypotheése H, de conformité » (réponse positive)

— Si f%1 , on peut affirmer que « au risque (d'erreur) de 5%, on peut rejeter
I'hypothése H, de conformité » ( réponse négative).

Exemple : [Sujet du Bac] (source APMEP)

A des fins publicitaires, un grossiste affiche sur ses plaquettes : « 88 % de notre thé est garanti
sans trace de pesticides ».

Un inspecteur de la brigade de répression des fraudes souhaite étudier la validité de
I’affirmation. A cette fin, il préléve 50 boites au hasard dans le stock du grossiste et en trouve 12
avec des traces de pesticides. On suppose que, dans le stock du grossiste, la proportion de boites
sans trace de pesticides est bien égale a 0,88.

On note F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 50 boites, associe la fréquence des
boites ne contenant aucune trace de pesticides.

1°) Donner I’intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F au seuil de 95 %.

2°) L’inspecteur de la brigade de répression peut-il décider, au seuil de 95 %, que la publicité
est mensongere ?

Corrigé :
1°) On vérifie tout d’abord si les hypothéses sont satisfaites :
*n=50et50>30 etp=0,88;
*np=50x0,88 =44 et 44> 5
*n(1—p)=50x0,12=6 et 6 > 5.
On sait alors que I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est égal a :

o= |p-196Y2U=p) 4y geVpP(1=p)
Vn \n
v0,88%0,12 v0,88x0,12
= 10,88—1,96 ——F—"—,0,88+ 1,96 ——F——
bo [ V50 750

Conclusion : L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est égal, au

centiéme pres, a : 1,,=[0,79,0,98].
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50—12
2°) Calcul de la fréquence observée : f o= 50

L’inspecteur de la brigade de répression constate une proportion de lots sans pesticides
d'environ f,»s = 0,76. Or 0,76 & Is.

Par conséquent, I’inspecteur de la brigade de répression constate donc qu'au risque de 5%,

~(,76.

I'hypothese de conformité est rejetée.

Conclusion : I’inspecteur de la brigade de répression décide qu'au risque de 5 %,
la publicité du grossiete est mensongere.

2.3. Conséquence

Corollaire. Version simplifiée vue en seconde

Si n est assez grand, c'est-a-dire n=30 et np=5 et n (1—p)=5, alors

l'intervalle /= [ p—1/\Vn; p+1/n ] contient les fréquences observées avec une
probabilité au moins égale a 0,95.

Autrement dit, une approximation de l'intervalle de fluctuation asymptotique des
frequences au seuil de 95% est donné par :

1 1

Démonstration : On suppose que les conditions du corollaire sont vérifiées.

Comme [ = [p —¢, p+&], nous allons essayer de majorer la marge d'erreur € par une
valeur indépendante de p.

On définit une fonction auxiliaire f* de la variable p, par :

€ :f(P)=1,96% ouencore [ (p)= 1\’/9;6\/17—19

2

La fonction f est définie et continue sur l'intervalle [0 ; 1] et dérivable sur ]O ; 1] et
1-2p
ourtout pe10;1[ona: S '(p)=——=— . Le signe de f'(p) estle méme

que celui de 1- 2p. On obtient le tableau de variations suivant :

p 0 1/2 1
S'(p) | + 0 — [
f(p) S(172)
0/ \0
1 1,96 1. 1 11_196 1
Or, f(§)= P X EXE donc f(E)_z\/Z<ﬁ )
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La fonction f* admet donc un maximum pour p = 1/2. Donc, pour tout entier naturel »

1
non nul et tout nombre réel p € [0; 1]ona: f(p)< f( )<ﬁ puisque 1,96 < 2.

B o T

Or, si A et B sont deux événements tels que A< B, alors P(A)<P(B) .

Vp( ) vp( p)

Par conséquent : | p—1,96———=; p+1,96

Or, on saitque P +1,96 —————=1]=0,95

p—1,96 ————

=>0,95

donc : P [p \/» \/»]

Conclusion : Si n est assez grand, c'est-a-dire n=30 et np=5 et n (1 — p)>5,
alors l'intervalle de fluctuation asymptotique des fréquences F, au seuil de 95% est
contenu dans l'intervalle :

1 1
I, = [P—ﬁilﬂ' ﬁ]

lll. Estimation d'une proportion

3.1. Intervalle de confiance

Soit n un entier naturel non nul. On cherche a estimer la proportion effective p
(inconnue dans ce pragraphe) d'un caractere dans une population donnée.

Pour tout entier naturel non nul n, on préléve un échantillon aléatoire de taille n,
c'est-a-dire en effectuant n tirages successifs indépendants (avec remise) dans cette
population.

En général, on suppose que l'effectif total de la population est suffisamment grand
pour supposer que les tirages sont effectués avec remise.

Sous certaines hypotheses sur n et p, nous pouvons faire une estimation de la
proportion effective p par intervalle de confiance.

Définition.

Soit 1 la fréquence observée d'un caractére dans un échantillon de taille 7.

Alors, un intervalle de confiance pour l'estimation d'une proportion p a un niveau
de confiance 0,95 est la réalisation d'un intervalle, noté IC (avec deux lettres) qui
contient la proportion p avec une probabilité au moins égale a 95%, c'est-a-dire :

P(p€IC) = 0,95
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Cela signifie que, si on réalisait un grand nombre de sondages de méme taille », et on
calculait les intervalles de confiance correspondants, alors plus de 95% de ces
intervalles contiennent la proportion p.

3.2) Estimation de p par intervalle de confiance au niveau 95%

Soit n un entier naturel non nul. On préléve un échantillon aléatoire de taille n.

On appelle X, une variable aléatoire « nombre de succes », alors X, suit une loi
binomiale de paramétres # et p. Soit F, est la variable aléatoire égale a la la_
[fréquence du succés dans l'échantillon de taille n. Alors, on a les résultats suivants :

Théoreme 2 admis :

Soit p un nombre réel (fixé) compris entre 0 et 1 et » un entier naturel non nul. F), est
la fréquence observée dans un échantillon de taille n. Alors, si n est suffisamment

1 1
grand, l'intervalle aléatoire lF T S F ,ﬂ'T] contient la proportion p avec une
n n

probabilité au moins égale a 95%.

Version pratique du théoreme

Soit f la fréquence observée dans un échantillon de taille .
Alors, avec les conditions usuelles de précision, c'est-a-dire : Si n est assez grand,

1 1
n=30 et np=5 et n(1—p)=5, lintervalle IC = !f_ﬁ"f-l-ﬁ] est un_

intervalle de confiance pour la proportion p au niveau de confiance de 95%.

Cet intervalle est aussi appelé « fourchette de sondage ».

Exemple : Dans un échantillon de 100 voitures, prélevé au hasard dans un parc de voitures de
location, on a constaté que 88 n'ont pas eu de sinistre au cours des 6 derniers mois.

Donner un intervalle de confiance de la proportion p au niveau de confiance de 95%, de voitures
n'ayant pas eu de sinistre au cours des 6 derniers mois. On suppose que le nombre de véhicule est
suffisamment grand pour effectuer des tirages sans remise.

8
Corrigé. On calcule la fréquence observée : f 2180—020,88.

On vérifie les hypothéses :
Onan=100,donc n=30; nf =88, donc nf =5 etn(1-f)=12,donc : n (1-f) =5.

Par conséquent une réalisation de l'intervalle de confiance pour I'estimation de la proportion p au
niveau de confiance de 95% est donnée par :

Lo, 1
IC= lf_ﬁ’f"i_\/;
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3.3. Déterminer la taille d'un échantillon

Comment déterminer une taille d’échantillon suffisante pour obtenir, avec une
précision donnée, une estimation d’une proportion au niveau de confiance 0,95.

La précision de I’estimation est donnée par I’amplitude de I’intervalle de confiance et
dépend de la taille # de I’échantillon.

Définition :

On appelle amplitude d'un intervalle [a ; b] la longueur | = b — a de cet intervalle.

Propriété 1.

On considére un échantillon de taille n. L'aplitude d'un intervalle de confiance au

) 2
niveau de confiance 95% est égale a / =

1 _ 2
Eneffet:/=b—a= (f+&) (f \/Z)_\/Z'
Application :

Déterminer une taille d’échantillon suffisante pour obtenir, avec une précision d'amplitude inférieure
a 0,06, une estimation d’une proportion au niveau de confiance 0,95.

En effet, /<0,06= i<0,06 o i<0,062¢:> n=

4
Jn n 0,0036

Conclusion : Pour obtenir une estimation d’une proportion au niveau de confiance 0,95 avec une
précision d'amplitude inférieure ou égale a 6%, il faut prélever un échantillon d'une taille d'au moins
1112 individus.

<on=1111,11
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